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INTRODUGCAO

Neste trabalho foi realizado um estudo acerca do Método do Triedro Mdvel associado a
uma superficie e sua aplicacdo na demonstragdo do Teorema de Bonnet. Trata-se de um
resultado importante em matematica pura, mais especificamente, na area de geometria
diferencial, que relaciona superficies de curvatura média constante e superficie de
curvatura Gaussiana constante. A Geometria Diferencial se dedica ao estudo de curvas e
superficies regulares utilizando resultados de diversas areas tais como Geometria
Analitica, Algebra Linear, Calculo Diferencial e Integral. Topologia, Algebra e Analise
Matematica.

METODOLOGIA (ou equivalente)

A metodologia utilizada foi aquela que geralmente se usa em trabalhos na area de matematica
pura, a saber, estudos individuais de tdpicos selecionados e reunides/orientacdes semanais
com o professor orientador para a discussdao dos conteldos estudados e para sanar eventuais
duvidas. Ressaltamos que, durante o desenvolvimento do projeto, foi realizada uma analise
bibliografica de duas obras classicas para o estudo de topicos de Geometria Diferencial.
S&o elas: Introducdo a Geometria Diferencial (TENENBLAT, 2008) e Geometria
Diferencial de Curvas e Superficies (CARMO, 2014).

RESULTADOS E/OU DISCUSSAO (ou Andlise e discussdo dos resultados)

Apo6s a compreensdo dos conceitos preliminares de Geometria Diferencial,
iniciamos o0s estudos sobre as Formas Diferenciais e o Método Triedro Movel,
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procurando aprender as definicbes matematicas e sua visdo geométrica. Em seguida, se
utilizando dos teoremas, proposicdes e propriedades relacionadas a este método, foi
possivel compreender detalhadamente a sua aplicacdo na demonstracdo do seguinte
teorema

Teorema de Bonnet: Para cada superficie de curvatura média constante igual a ¢ # 0,
sem pontos umbilicos e parabdlicos, podemos associar duas superficies paralelas, uma
de curvatura gaussiana igual a 4c* e a outra de curvatura média —c. Reciprocamente,
para cada superficie de curvatura gaussiana constante positiva igual a 4c* e sem pontos
umbilicos, podemos associar duas superficies paralelas cujas as curvaturas medias sao
iguais a c e —c, respectivamente.

Na demonstracéo apresentada por (TENEBLAT, 2008) foi sugerido construir as
superficies paralelas X = X + ae3, considerando as constantes a = %c e % no primeiro

1 ..
momento e as constantes a = iZ' no segundo momento. Inicialmente percebe-se que,

de fato, com a utilizacdo do triedro movel, a demonstracdo ndo é complicada visto que
(TENEBLAT, 2008) ja apresenta as constantes que conduziram a veracidade da
afirmacdo.

Partindo com um outro direcionamento para a demonstracdo deste resultado,
buscamos compreender o porqué da constante sugerida através de alguns
questionamentos: “E a tnica forma que funciona?” e “Como chegar a essa constante?”.
Apos alguns calculos, conseguimos responder afirmativamente a estes questionamentos.
A partir dos questionamentos sobre o teorema desenvolvemos nossa pesquisa. Em uma
primeira analise observamos que, no primeiro caso, a inexisténcia de pontos umbilicos
e parabdlicos na superficie permitiu que o célculo das curvaturas fosse realizado sem
gerar uma indeterminacdo. Além disto, 0 mesmo resultado se obteve para a reciproca.
Quanto a determinacdo da constante foi feito o processo de resolver a equacdo de
curvatura media e gaussiana procurando isolar o valor da constante, com isso
percebemos que uma “ boa candidata” seria as constantes sugeridas, mas ndo as unicas.
Finalizando esta secdo, consideremos o seguinte exemplo de aplicagéo do teorema de
Bonnet:

Exemplo: Dada uma constante real a tal que 0 < a < 1, a superficie de rotacdo (Figura
1) definida por:

X(u,v) = (acosu COSV, a coSu senv, fou V1 — a?sen?t dt),
onde—%<u<§,vER

possui curvatura média constante. Além disto, usando o Teorema de Bonnet, as
superficies

X, (u,v) =
(acosu COSV, a cOSU senv, fou\/ 1 — a?sen?t dt) + % x (u,v), y,(u,v), z,(u,v)) e



X(u,v) =
(acosu CcoSV, a cosu senv, fou V1 — a?sen?t dt) — i x1(u,v), y, (u,v), z; (u, v))tal

que
x(u,v) =

—acosu cosvvl—-a“sen<u

2 2
\/(—acosu cosvVi—aZsen?u) +(—acosu senvvi—aZsenZu) +( —aZsenucos? v—a2senucos cos usen?v)>2

Y1 (U., V) =

—acosu senvvl—a“sen“u

2 2
\/(—acosu cosvVi—aZsenZu) +(—acosu senvvi—aZsenZu) +( —aZsenucos? v—aZsenucos cos usen?v)>2

z,(u,v) =

—a?senu cos?v—a?senucos u sen?v

2 2
J(—acosu cosvVi—aZsen?u) +(—acosu senvvi—a?sen®u) +( —aZsenu cos?v—a?senucoscos u sen?v)?

possuem curvatura Gaussiana constante.

Figura 1.

Fonte: Imagem produzida pelo autor.

CONSIDERACOES FINAIS (ou Conclusdo)

O programa foi importante para a minha formagdo e proporcionou uma introducao
acerca da pesquisa em matematica pura. Além disso, foi possivel obter um
amadurecimento em relacdo a contetdos previamente estudados ao longo do curso de
graduacdo, que apds a participacdo no programa de iniciacdo cientifica foram
interpretados de outra maneira, com novas aplicacdes.
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