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INTRODUÇÃO 

Este trabalho teve como objetivo identificar anéis de quatérnios de divisão como 

subanéis de anéis de grupo sobre o corpo dos racionais. Para alcançar esse objetivo, foi 

fundamental o estudo de propriedades algébricas dos anéis de grupo, dos ideais de 

aumento, e, em particular, grupos de ordem pequena, como quatérnios, diedrais, cíclicos 

e do produto central de grupos, além das álgebras de quatérnios nos corpos dos reais e 

racionais. Assim, o foco principal foi a identificação de anéis de quatérnios generalizados 

(𝑢, 𝑣)ℚ, em sua forma mais geral, como subanel de anéis de grupo. 

 

MATERIAL E MÉTODOS OU METODOLOGIA (ou equivalente) 

A pesquisa teórica visou compreender as propriedades das estruturas algébricas e 

analisar casos particulares para identificar padrões aplicáveis a contextos mais amplos. 

Utilizamos o software Groups, Algorithms, Programming (GAP) para explorar grupos 

abstratos, facilitando cálculos extensos e a interpretação dos resultados. O laboratório 

LABMAT do DEXA foi essencial para acessar periódicos e ferramentas. As principais 

referências foram Humphreys (1996), Milie e Sehgal (2002), Silva (2021) e Oliveira 

(2023), que embasaram o desenvolvimento da pesquisa e suas conclusões. 

 

RESULTADOS E/OU DISCUSSÃO (ou Análise e discussão dos resultados) 

 

Definição: Seja G um grupo finito e R um anel comutativo com unidade, dessa forma o 

anel de grupo, denotada por RG, é definido como o conjunto de todas as combinações 

lineares da forma: 

𝛼 =  ∑ 𝑎𝑔𝑔,

𝑔 𝜖 𝐺

  

onde 𝑎𝑔  ∈ 𝑅, 𝑔 ∈ 𝐺. 

 

São definidas as operações entre dois elementos 𝛼 e 𝛽 em 𝑅𝐺: 
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𝑖) Soma  

𝛼 + 𝛽 = ( ∑ 𝑎𝑔𝑔

𝑔 𝜖 𝐺

) + ( ∑ 𝑏𝑔𝑔

𝑔 𝜖 𝐺

) =  ∑ (𝑎𝑔 +  𝑏𝑔)𝑔.

𝑔 𝜖 𝐺

  

𝑖𝑖) Produto  

𝛼𝛽 =  ( ∑ 𝑎𝑔𝑔

𝑔 𝜖 𝐺

) + ( ∑ 𝑏ℎ𝑔

ℎ 𝜖 𝐺

) =  ∑ (𝑎𝑔𝑏ℎ)𝑔ℎ.

𝑔,ℎ 𝜖 𝐺

  

𝑖𝑖𝑖) Produto Escalar 

𝜑 ( ∑ 𝑎𝑔𝑔

𝑔 𝜖 𝐺

) =  ( ∑ ( 𝜑𝑎𝑔)𝑔

𝑔 𝜖 𝐺

) 

O conjunto 𝑅𝐺, com as operações definidas acima, é chamado de anel de grupo 

de 𝐺 sobre 𝑅. Além disso, dados dois elementos 𝛼 =  ∑ 𝑎𝑔𝑔𝑔 𝜖 𝐺  e 𝛽 =  ∑ 𝑏𝑔𝑔𝑔 𝜖 𝐺 𝜖 𝑅𝐺, 

têm-se que 𝛼 =  𝛽 , se e somente 𝑎𝑔  =  𝑏𝑔  se para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Para todo 𝜑 ∈ 𝑅. Deste 

modo, é estabelecido que se 𝑅 é corpo, então 𝑅𝐺 é um espaço vetorial sobre 𝑅  que tem 

base 𝐺. No caso em que 𝑅 é corpo, 𝑅𝐺 também é chamado de álgebra de grupo de 𝐺 

sobre 𝑅.  

 

Definição: Seja 𝐾 um corpo, onde 𝑐𝑎𝑟(𝐾) ≠ 2 e sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾 com 𝑢, 𝑣 ≠

0. Definimos o anel de quatérnios generalizados da seguinte forma: 

(𝑢, 𝑣)𝐾  =  {𝑎 +  𝑏𝑖  +  𝑐𝑗  +  𝑑𝑘  | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐾}. 

Dados 𝛼 =  𝑎1  +  𝑏1𝑖 +  𝑐1 𝑗 + 𝑑1𝑘 e 𝛽 =  𝑎2  +  𝑏2𝑖 + 𝑐2 𝑗 +  𝑑2𝑘 pertecentem a 

(𝑢, 𝑣)𝐾, a soma é definhada como: 

𝛼 + 𝛽 = (𝑎1  + 𝑏1𝑖 + 𝑐1 𝑗 +  𝑑1𝑘) + (𝑎2  +  𝑏2𝑖 + 𝑐2 𝑗 +  𝑑2𝑘 ) 

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑗 + (𝑑1 + 𝑑2)𝑘.  

A multiplicação é definida de maneira distributiva e o produto das unidades básicas 

1, 𝑖, 𝑗, 𝑘 é definido a partir da seguinte tábua multiplicativa: 

𝑖2 =  𝑢,  𝑗 2 =  𝑣,   𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 =  𝑘. 

É importante ressaltar que os quatérnios generalizados nem sempre formam um 

anel de divisão, pois isso depende dos valores atribuídos a 𝑢 e 𝑣. Um resultado, cuja 

demonstração pode ser encontrada em Silva (2022), afirma que, quando (𝑢, 𝑣)𝐾 não é um 

anel de divisão, ele é isomorfo ao anel de matrizes. 

Sejam 𝐺 e 𝐻 grupos com 𝑍 um subgrupo do centro de 𝐺 e 𝑊 um subgrupo do 

centro de 𝐻. Suponha que exista um isomorfismo 𝜗: 𝑍 ⟶ 𝑊. Consideremos 𝑋 =

{ (𝑥, 𝜗(𝑥)−1): 𝑥 ∈ 𝑍}. Sendo assim, dado 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑧 = (𝑥, 𝜗(𝑥)−1) , onde  𝑥 ∈ 𝑍 e 

𝜗(𝑥)−1 ∈ 𝑊. Como 𝑍 ≤ 𝑍(𝐺) e 𝑊 ≤ 𝑍(𝐻), então 𝑍 × 𝑊 ⊂ 𝑍(𝐺 × 𝐻). Portanto, 𝑋 ⊂

𝑍(𝐺 × 𝐻). 

Um outro fato interessante sobre X é que por propriedade de homomorfismo, 

temos que X é um subgrupo normal de 𝐺 × 𝐻. De fato, para quaisquer 𝑎 =  (𝑥, 𝜗(𝑥)−1) 

e 𝑏 =  (𝑦, 𝜗(𝑦)−1) em 𝑋, o produto 𝑎𝑏 = (𝑥, 𝜗(𝑥)−1) ∗  (𝑦, 𝜗(𝑦)−1) = (𝑥𝑦, 𝜗(𝑥𝑦)−1) ∈

𝑋. Assim, 𝑋 ≤ 𝐺 × 𝐻. 

Além disso, como 𝑋 ⊂ 𝑍(𝐺 × 𝐻), temos que 𝑎𝑋 = 𝑋𝑎, qualquer que seja  𝑎 ∈ 𝑋. 

Portanto,  𝑋 é subgrupo normal de 𝐺 × 𝐻.  

 



Definição: O grupo quociente 𝐺 × 𝐻
𝑋⁄  é chamado produto central de G com H por 𝜗, 

denotado por 𝐺 ∗𝜗 𝐻.  Nos casos onde o isomorfismo 𝜗 estiver claro, escrevemos 

simplesmente 𝐺 ∗ 𝐻. 

Seja 𝐺 o grupo de ordem 16 gerado pelo produto central de 𝐾8 com 𝐶4, onde 𝐶4 é 

o grupo cíclico de ordem 4. Logo, 𝐺 = < 𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2, 𝑎4 = 𝑏4 = 𝑐4 = 1,

𝑏𝑎 = 𝑎3𝑏, 𝑎𝑐 = 𝑐𝑎, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 >. Deste modo, o anel de grupo do grupo 𝐺, sobre o corpo 

dos números racionais é definido por  

ℚ𝐺 = { ∑ 𝑎𝑔𝑔

𝑔 𝜖 𝐺

∶  𝑎𝑔 ∈ ℚ, 𝑔 ∈  𝐺 } 

Teorema:  (−1, 𝑝)ℚ é isomorfo a um subanel de ℚ𝐺, onde 𝑝 ∈ ℚ  \  {0}. 

Esboço de demonstração: Considere uma aplicação 𝜌: (−1, 𝑝)ℚ → ℚ𝐺 que é definida 

nos elementos da base da seguinte forma:  

1 ⟼ (
1 − 𝑎2

2
) ; 

𝑖 ⟼ 𝑏 (
1 − 𝑎2

2
) ; 

𝑗 ⟼ (𝑐𝑎
(𝑝 + 1)

2
+ 𝑎𝑏

𝑝 − 1

2
) (

1 − 𝑎2

2
) ; 

𝑘 ⟼ (−𝑐𝑎𝑏
(𝑝 + 1)

2
+ 𝑎

𝑝 − 1

2
) (

1 − 𝑎2

2
). 

Verifica-se que essa aplicação é uma transformação linear que leva base em conjunto L.I. 

Portanto, 𝜌 é um monomorfismo de espaços vetoriais e um monomorfismo de anéis, pois 

preserva as operações do produto. Deste modo, concluímos que (−1, 𝑝)ℚé um subespaço 

de dimensão 4 e um subanel de ℚ𝐺. 

 

Corolário: Se 𝑝 é um primo tal que 𝑝 ≡  3 𝑚𝑜𝑑 4, então (−1, 𝑝)ℚ é um anel de 

quatérnio com divisão isomorfo a um subanel de ℚ𝐺. 

A prova desta demonstração pode ser encontrada em Oliveira (2023). 

 

Seja 𝐺 o grupo de ordem 32 gerado pelo produto central de 𝐾8 com 𝐷8, onde 𝐷8 

é o grupo diedral de ordem 8, 𝐷8 = { 𝑑, 𝑒 ∶ 𝑑4 = 𝑒2 = 1, 𝑒𝑑 = 𝑑³𝑒}. 

Logo, 𝐺 = 𝐾8  ∗⬚ 𝐷8  = < 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 | 𝑥4 = 𝑤2 = 𝑧2 = 1, 𝑥2 = 𝑦2, 𝑦𝑥 = 𝑥3𝑦, 𝑧𝑥 =

𝑥3𝑧, 𝑤𝑧 = 𝑥2𝑧𝑤, 𝑥𝑤 = 𝑤𝑥, 𝑦𝑤 = 𝑤𝑦, 𝑦𝑧 = 𝑧𝑦 >.  

 

Tomemos o produto direito de 𝐺 com 𝐶4, onde 𝐶4 é o grupo cíclico de ordem 4. 

Assim obtemos o grupo 𝐺 × 𝐶4 de ordem 128. Seja 𝑍(𝐺) = {1, 𝑥2} e 𝑊 = {1, 𝑐2}. 

Definindo uma aplicação 𝜇: 𝑍(𝐺)  → 𝑊 tal que: 

𝜇(1) = 1   e   𝜇(𝑥2) = 𝑐2 

Sendo assim, como definido anteriormente, temos o conjunto  𝑋 = { (1,1), (𝑥2, 𝑐2)}. 

Portanto, o grupo quociente 
𝐺 × 𝐶4

𝑋⁄  é chamado produto central de 𝐺 com 𝐶4 por 𝜇, 

denotado por 𝐺 ∗𝜇 𝐶4. Como o grupo 𝐺 × 𝐶4 é de ordem 128, o produto central 𝐺 ∗𝜇 𝐶4 

tem ordem 64.  

 

 



 

Deste modo, chamemos de 𝐿 o grupo de ordem 64, onde: 

𝐿 = 𝐺 ∗𝜇 𝐶4 = < 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑐 | 𝑥1
4 = 𝑐4 = 𝑥4

2 = 𝑥3
2 = 1, 𝑥1

2 = 𝑥2
2 = 𝑐2,

𝑥2𝑥1 = 𝑥1
3𝑥2, 𝑥3𝑥1 = 𝑥1

3𝑥3, 𝑥4𝑥3 = 𝑥1
2𝑥3𝑥4, 

[𝑥1, 𝑥4] = [𝑥2𝑥4] = [𝑥3𝑥2] = 1, [𝑥𝑖 , 𝑐] = 1, 𝑝𝑎𝑟𝑎 1 ≤  𝑖 ≤ 4. > 

 

Deste modo, o anel de grupo do grupo 𝐿, sobre o corpo dos números racionais é definido 

por: 

ℚ𝐿 = { ∑ 𝑎𝑙𝐿

𝑙 𝜖 𝐿

∶  𝑎𝑙 ∈ ℚ, 𝑙 ∈  𝐿 } . 

E, a fim de simplificar a notação, tomaremos 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦,  𝑥3 = 𝑧, 𝑥4 = 𝑤, para 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝐿. 

 

Teorema:  (𝑢, 𝑣)ℚ é isomorfo a um subanel de ℚ𝐿, onde 𝑢, 𝑣 ∈ ℚ  \  {0}. 

Esboço de demonstração: Considere uma aplicação 𝛼: (𝑢, 𝑣)ℚ → ℚ𝐿 que é definida nos 

elementos da base da seguinte forma:  

1 ⟼ (
1 − 𝑎2

2
) ; 

𝑖 ⟼ (𝑥 (
𝑢 + 1

2
) + 𝑐𝑥𝑦 (

𝑢 − 1

2
) ) (

1 − 𝑎2

2
) ; 

𝑗 ⟼ (𝑧𝑤 (
𝑣 + 1

2
) + 𝑧 (

𝑣 − 1

2
) ) (

1 − 𝑎2

2
) ; 

𝑘 ⟼ ((𝑥 (
𝑢 + 1

2
) + 𝑐𝑥𝑦 (

𝑢 − 1

2
)) (𝑧𝑤 (

𝑣 + 1

2
) + 𝑧 (

𝑣 − 1

2
) )) (

1 − 𝑎2

2
). 

Verifica-se que essa aplicação é uma transformação linear que leva base em conjunto L.I. 

Portanto, 𝛼 é um monomorfismo de espaços vetoriais e um monomorfismo de anéis, pois 

preserva as operações do produto. Deste modo, concluímos que (𝑢, 𝑣)ℚé um subespaço 

de dimensão 4 e um subanel de ℚ𝐿. 

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

A pesquisa explorou a estrutura de anéis de grupo e quatérnios generalizados, focando 

em suas propriedades e definições. Como resultado principal, identificamos quatérnios 

generalizados (𝑢, 𝑣)ℚ como subanéis de anéis de grupo, estendendo o estudo para corpos 

arbitrários. Esse avanço abre novas possibilidades para investigações futuras com 

álgebras cíclicas e suas aplicações em diferentes contextos algébricos, ampliando o 

entendimento dessas estruturas. 
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