UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA

Autorizada pelo Decreto Federal n® 77.496 de 27/04/76
Recredenciamento pelo Decreto n°17.228 de 25/11/2016

PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGAO
PPPG COORDENAGAO DE INICIAGAO CIENTIFICA

XXVIII SEMINARIO DE INICIACAO CIENTIFICA DA UEFS
SEMANA NACIONAL DE CIENCIA E TECNOLOGIA - 2024

IDENTIFICACAO DE ANEIS DE QUATERNIOS DE DIVISAO COMO
SUBANEIS DE ANEIS DE GRUPO SOBRE O CORPO DOS RACIONAIS

Ana Libni Santos Vasconcelos Ferreiral; Mauricio de Araujo Ferreira?
1. Bolsista — PIBIC/FAPESB, Graduanda em Licenciatura em Matematica, Universidade Estadual de Feira de
Santana, e-mail: analibnivasconcelos@gmail.com
2. Orientador, Departamento de Ciéncias Exatas, Universidade Estadual de Feira de Santana, e-mail:

maferreira@uefs.br

PALAVRAS-CHAVE: Anéis de grupo, grupo dos quatérnios, algebra de quatérnios.

INTRODUCAO

Este trabalho teve como objetivo identificar anéis de quatérnios de divisdo como
subanéis de aneis de grupo sobre o corpo dos racionais. Para alcancar esse objetivo, foi
fundamental o estudo de propriedades algébricas dos anéis de grupo, dos ideais de
aumento, e, em particular, grupos de ordem pequena, como quatérnios, diedrais, ciclicos
e do produto central de grupos, além das algebras de quatérnios nos corpos dos reais e
racionais. Assim, o foco principal foi a identificacdo de anéis de quatérnios generalizados
(u, v)q, em sua forma mais geral, como subanel de anéis de grupo.

MATERIAL E METODOS OU METODOLOGIA (ou equivalente)

A pesquisa teorica visou compreender as propriedades das estruturas algébricas e
analisar casos particulares para identificar padrdes aplicaveis a contextos mais amplos.
Utilizamos o software Groups, Algorithms, Programming (GAP) para explorar grupos
abstratos, facilitando calculos extensos e a interpretacdo dos resultados. O laboratorio
LABMAT do DEXA foi essencial para acessar periddicos e ferramentas. As principais
referéncias foram Humphreys (1996), Milie e Sehgal (2002), Silva (2021) e Oliveira
(2023), que embasaram o desenvolvimento da pesquisa e suas conclusdes.

RESULTADOS E/OU DISCUSSAO (ou Analise e discussao dos resultados)

Definicdo: Seja G um grupo finito e R um anel comutativo com unidade, dessa forma o
anel de grupo, denotada por RG, é definido como o conjunto de todas as combinacGes

lineares da forma:
-3 as

gea
ondea, €ER,g €G.

Séo definidas as operacdes entre dois elementos a e f em RG:
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i) Soma

atp= (Z agg>+ (Z bg9> = Z(ag + bg)g.

gea

aff = <Z agg> + (Z bhg> = g’hZ:G(agbh)gh.

heaGg

0 (_C,Z,, %g) = (;( ¢ag)g>

O conjunto RG, com as operacGes definidas acima, é chamado de anel de grupo
de G sobre R. Além disso, dados dois elementos a = Y., cca,9ef = Ygecbg9 € RG,
tém-se que a = f, se e somente a; = b, se paratodo g € G.Paratodo ¢ € R. Deste
modo, é estabelecido que se R é corpo, entdo RG € um espaco vetorial sobre R que tem
base G. No caso em que R é corpo, RG também é chamado de algebra de grupo de G
sobre R.

ii) Produto

iii) Produto Escalar

Definicdo: Seja K um corpo, onde car(K) # 2 e sejam u,v € K com u,v #
0. Definimos o anel de quatérnios generalizados da seguinte forma:
(w,v)k = {a+ b + ¢ + dglab,c,d €K}
Dados @« = a; + byi + ¢;j + dik e f = a, + byi + c,j + d,k pertecentem a
(u, v)g, a soma é definhada como:
a+pB=C(, + bii+c;j+ dik)+(ay, + byi + cyj + dyk)
=(ay +ay) + (by + by)i+ (c; + cy)j + (dy + dy)k.
A multiplicacdo ¢é definida de maneira distributiva e o produto das unidades basicas
1,1, j, k é definido a partir da seguinte tdbua multiplicativa:
i2=wu,  j? =, ij =—ji = k.

E importante ressaltar que os quatérnios generalizados nem sempre formam um
anel de divisao, pois isso depende dos valores atribuidos a u e v. Um resultado, cuja
demonstracdo pode ser encontrada em Silva (2022), afirma que, quando (u, v), ndo é um
anel de divisdo, ele é isomorfo ao anel de matrizes.

Sejam G e H grupos com Z um subgrupo do centro de G e W um subgrupo do
centro de H. Suponha que exista um isomorfismo 9:Z — W. Consideremos X =
{(x,9(x)™)):x € Z}. Sendo assim, dado z€ X,z=(x,9(x)™') , onde x€Ze
9(x)"tew.ComoZ <Z(G)eW < Z(H),entdoZ X W c Z(G x H). Portanto, X c
Z(G x H).

Um outro fato interessante sobre X é que por propriedade de homomorfismo,
temos que X é um subgrupo normal de G x H. De fato, para quaisquer a = (x,9(x)™1)
eb= (y,9(y)™) emX,oproduto ab = (x,9(x)™") * (y,9(y)™") = (xy,9(xy) ™) €
X.Assim, X <G X H.

Além disso, como X c Z(G x H), temos que aX = Xa, qualquer que seja a € X.
Portanto, X é subgrupo normal de G x H.



Definicdo: O grupo quociente G X H/X é chamado produto central de G com H por 9,

denotado por G *4 H. Nos casos onde o isomorfismo 9 estiver claro, escrevemos
simplesmente G = H.

Seja G o grupo de ordem 16 gerado pelo produto central de Kg com C,, onde C, é
0 grupo ciclico de ordem 4. Logo, G =< a,b,c|a? =b? =c?a*=b*=c* =1,
ba = a3b,ac = ca, bc = cb >. Deste modo, o anel de grupo do grupo G, sobre o corpo
dos nimeros racionais é definido por

QG:{Zagg:agE@,gE G}

gea
Teorema: (—1,p)q € isomorfo a um subanel de QG,ondep € Q \ {0}.
Esboco de demonstracéo: Considere uma aplicacdo p: (—1,p)q — QG que é definida
nos elementos da base da seguinte forma:

N 1 — a?
—> .
2 )
, b 1—a?
— ;
i 5 ;
] (p+1) p—1\/1-a?
]l—)(ca > + ab > > ;

p+1) p—1\/1—-a?
k — (—cab > +a > > .
Verifica-se que essa aplicacdo € uma transformacéo linear que leva base em conjunto L.1.
Portanto, p € um monomorfismo de espagos vetoriais e um monomorfismo de anéis, pois

preserva as operagGes do produto. Deste modo, concluimos que (—1, p)gé um subespaco
de dimensao 4 e um subanel de QG.

Corolario: Se p € um primo tal que p = 3mod 4, entdo (—1,p)p € um anel de
quatérnio com divisédo isomorfo a um subanel de QG.
A prova desta demonstracao pode ser encontrada em Oliveira (2023).

Seja G o grupo de ordem 32 gerado pelo produto central de Kg com Dg, onde Dg
é o grupo diedral de ordem 8, Dg = {d, e : d* = e? = 1,ed = d3e}.

x3z, wz = x%zw, xw = wx, yw = wy, yz = zy >.

Tomemos o produto direito de G com C,, onde C, € o grupo ciclico de ordem 4.
Assim obtemos o grupo G x C, de ordem 128. Seja Z(G) = {1,x?} e W = {1,c¢?}.
Definindo uma aplicacdo u: Z(G) — W tal que:

u() =1 e p(x?) =c?

Sendo assim, como definido anteriormente, temos o conjunto X = { (1,1), (x2,c?)}.
Portanto, 0 grupo quociente G C‘*/X é chamado produto central de G com C, por pu,
denotado por G =, C,. Como o grupo G X C, € de ordem 128, o produto central G x, C,
tem ordem 64.



Deste modo, chamemos de L o grupo de ordem 64, onde:

_ _ 4 _ 4 _ 2 _ .2 _ 2 _ 2 _ .2
L—G*#C4—<x1,x2,x3,x4,c|x1—c =x; =x5 =1, xXi = x5 = c*,
— .3 _ .3 )
Xa2X1 = X1X2, X3X1 = X1 X3, X4X3 = X1X3Xy,
[y, x4] = [x2%4] = [x3%2] =1, [x;,c]l =1, paral < i <4.>

Deste modo, o anel de grupo do grupo L, sobre o corpo dos nimeros racionais é definido

por:
QLz{ZalL: a €Qle L}.

lel
E, a fim de simplificar a notagdo, tomaremos x; = x, x, =Yy, X3 =z, X4, = W, para

X1,X2,X3,X4 € L.

Teorema: (u,v)q € isomorfo a um subanel de QL, onde u,v € Q \ {0}.
Esboco de demonstragéo: Considere uma aplicagdo a: (u,v)q — QL que € definida nos
elementos da base da seguinte forma:

(55
o (e () e () (55)
e (o) 42 (5 (55):
(D) e () (3D 2 (5)) (5

Verifica-se que essa aplicacdo é uma transformacédo linear que leva base em conjunto L.1.
Portanto, @ € um monomorfismo de espacos vetoriais e um monomorfismo de anéis, pois
preserva as operagdes do produto. Deste modo, concluimos que (u, v)é um subespaco
de dimenséo 4 e um subanel de QL.

CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa explorou a estrutura de anéis de grupo e quatérnios generalizados, focando
em suas propriedades e definicdes. Como resultado principal, identificamos quatérnios
generalizados (u, v)q como subanéis de anéis de grupo, estendendo o estudo para corpos
arbitrarios. Esse avanco abre novas possibilidades para investigacdes futuras com
algebras ciclicas e suas aplicacdes em diferentes contextos algébricos, ampliando o
entendimento dessas estruturas.
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