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PALAVRAS-CHAVE: Anéis, Anéis Limpos, Anéis R-Limpos.

INTRODUCAO

O conceito de anéis limpos foi introduzido por W. Keith Nicholson em 1977, um ma-
tematico renomado na 4rea da dlgebra abstrata. Ele definiu um anel como limpo se cada elemento
pode ser expresso como a soma de um elemento inversivel e um idempotente desse anel. Em 1999,
Nicholson expandiu essa teoria para anéis fortemente limpos, e, em 2001, junto a Juncheol Han,
apresentou a extensao do conceito de limpeza para anéis importantes como os de polindmios e
matrizes. Mais recentemente, em 2013, Nahid Ashrafi e Ebrahim Nasibi apresentaram os anéis
r-limpos, nos quais cada elemento € a soma de um elemento regular e um idempotente desse anel,
demonstrando que, em anéis abelianos, as propriedades de limpeza e r-limpeza sdo equivalentes.

Nesta investigacdo, exploramos alguns resultados sobre anéis limpos e r-limpos, anali-
sando suas defini¢des e propriedades. Investigamos como os elementos podem ser possivelmente
expressos em relagdo a elementos inversiveis, idempotentes e regulares, além das implicacOes
dessas defini¢des em estruturas algébricas. Também examinamos a relagdo entre anéis limpos e
r-limpos, onde todo limpo € r-limpo, mas a reciproca nem sempre € verdadeira; dessa forma, ire-
mos destacar algumas condi¢des para que um anel r-limpo também seja limpo, como por exemplo,
anéis abelianos e anéis sem divisores de zero. Essas investigacdes sao essenciais para compreen-
der as interacdes entre os conceitos estudados, contribuindo para aprofundar o conhecimento da
estrutura dos anéis, através de relevantes resultados para a teoria em questao.

MATERIAL E METODOS OU METODOLOGIA (ou equivalente)

A pesquisa teve carater teorico. Inicialmente, foi realizado um levantamento da bibliogra-
fia relevante sobre os conceitos de limpeza e r-limpeza em anéis. Estudamos exemplos especificos
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de anéis limpos e r-limpos, aprofundando nossa compreensdo. Investigamos os principais resul-
tados relacionados a esses anéis, incluindo algumas condi¢des e propriedades que asseguram a
limpeza ou r-limpeza. Por fim, analisamos a relacdo entre anéis limpos e r-limpos, destacando que
todo anel limpo é r-limpo, mas a reciproca nao é verdadeira, o que motivou nosso estudo sobre
algumas condi¢des necessdrias para que um anel r-limpo seja limpo.

Para fundamentar a investigacdo, revisitamos conceitos fundamentais da teoria de anéis,
como anéis, ideais, elementos regulares, inversiveis, idempotentes, subanéis e homomorfismos.
Essas estruturas algébricas obedecem a propriedades especificas que permitem compreender de que
forma a limpeza e a r-limpeza se preservam ou se modificam em diferentes contextos, fornecendo
uma base solida para analisar suas caracteristicas e as condi¢des que influenciam sua aplicabilidade
e transformacao.

RESULTADOS E/OU DISCUSSAO (ou Analise e discussao dos resultados)

Definicao 1. Seja A um anel. Um elemento x € A € dito limpo se pode ser escrito como a soma de
um idempotente e um elemento inversivel de A. Ou seja, x € limpo se:

x=u+e,ondeucU(A);ecld(A).
Diremos que A € limpo se todos os seus elementos sao limpos.

Unidades e idempotentes sao limpos e, assim, todo corpo € um anel limpo. J4 o anel Z nao € limpo
(3=0+3o0u3 =142, logo ndo conseguimos uma decomposicao de acordo a definicao).

O teorema a seguir estabelece que qualquer imagem homomorfica de um anel limpo é€,
também, um anel limpo. Esse resultado é fundamental, pois assegura que as propriedades de
limpeza se preservam sob homomorfismos, permitindo a transferéncia de resultados entre anéis e
facilitando a andlise de estruturas algébricas mais complexas.

Teorema 2. Qualquer imagem homomorfica de um anel limpo é também um anel limpo.
Corolario 3. Todo anel quociente de um anel limpo é um anel limpo.

Esse resultado € importante porque, com base no teorema anterior, a limpeza se preserva

. . A . .
em imagens homomorficas. Como um anel quociente 7 ¢ a imagem de um epimorfismo

A A
f:A— 7 podemos afirmar que, se A é limpo, entdo T também o €. Isso permite a aplicag¢do do

conceito de limpeza em contextos mais amplos na teoria dos anéis.
Teorema 4. Se A é um anel comutativo, entdo o anel de polindmios A[x] nao é limpo.

Esse teorema apresenta um importante resultado sobre a estrutura dos anéis de polindmios,
evidenciando que a propriedade de limpeza ndo se mantém nesse contexto.



Teorema S. O anel A[[x]] é limpo se, e somente se, A € limpo.

Este teorema estabelece uma equivaléncia entre a limpeza do anel de séries formais A[[x]]
e a do anel base A, permitindo que a anélise da propriedade de limpeza em A[[x]] seja reduzida a
investigacdo de A.

Proposicao 6. Um anel comutativo regular € um anel limpo.

Definicao 7. Seja A um anel. Um elemento x € A € dito r-limpo se 0 mesmo pode ser escrito como
a soma de um elemento regular e um idempotente de A. Ou seja, x € r-limpo se:

x=r-+e, onder € Reg(A);e € Id(A).
Diremos que A € r-limpo se todos os seus elementos sdo r-limpos.

Exemplos de elementos r-limpos incluem elementos inversiveis, regulares e idempotentes.
Temos também que o anel Z ndo € r-limpo (mesmo contraexemplo dado anteriormente).

Teorema 8. Seja A um anel com idempotentes apenas triviais. Se A € r-limpo, entdo seu centro
C(A) também ¢é r-limpo.

Nota-se que, com este resultado, demonstrado por Asharafi e Nasibi em [2], o centro de
anéis r-limpos ndo sdo necessariamente r-limpos. E, ainda, a mesma situacdo ocorre para anéis
limpos, conforme foi demonstrado por Burgess e Raphael em [3].

Os resultados sobre r-limpeza em anéis revelam semelhancas com os de anéis limpos,
destacando que propriedades de preservacao em homomorfismos e quocientes se aplicam a ambos.
A seguir, apresentamos alguns resultados relevantes que foram estudados.

Proposicao 9. Qualquer imagem homomorfica de um anel r-limpo € também um anel r-limpo.
Corolario 10. Todo anel quociente de um anel r-limpo é também um anel r-limpo.

Teorema 11. . Se A é um anel comutativo, entdo A[x] ndo € r-limpo.

Teorema 12. Se o anel de séries de poténcias formais A[[x]] € r-limpo, entdo A € r-limpo.

No contexto do Teorema 12, vale mencionar que a reciproca nao é sempre verdadeira de
forma geral. Contudo, € relevante comentar que existem condi¢Oes especificas sobre o anel A que
garantem a validade da reciproca. Essa situacdo € abordada em um resultado posterior, onde se
demonstra que, sob certas caracteristicas de A, a r-limpeza pode ser estendida para o anel de séries

de poténcias formais A[[x]].

Uma observagao importante € que todo anel limpo € r-limpo, mas a reciproca nem sempre
¢ verdadeira. Ashrafi e Nasibi, em [1], apresentam um exemplo de um anel r-limpo que ndo é



limpo, conhecido também como o Exemplo de Bergman. Os teoremas a seguir mostram a relacao
entre r-limpeza e limpeza em anéis, demonstrando que, sob certas condi¢des, a r-limpeza implica
a limpeza. E, ainda, em alguns dos resultados temos a relevancia na estrutura dos idempotentes do
anel, pois ao satisfazerem certas propriedades temos a garantia de um anel r-limpo também ser um
anel limpo.

Teorema 13. Seja A um anel com apenas idempotentes triviais. Se A € r-limpo, entdo A é limpo.

Teorema 14. Se A € um anel comutativo em que cada par de idempotentes € ortogonal e A é
r-limpo, entdo A é limpo.

Teorema 15. Seja A um anel abeliano. Se A € r-limpo, entdo A € limpo.
Corolario 16. Seja A um anel abeliano. Se A € r-limpo, entdao A[[x]] é r-limpo.

Esse resultado garante a reciproca do Teorema 12 no caso especifico de anéis abelianos,
estendendo a propriedade de r-limpeza de A para A[[x]].

Teorema 17. Seja A um anel sem divisores de zero. Se A é r-limpo, entdo A é limpo.

CONSIDERA COES FINAIS (ou Conclusio)

Este trabalho explorou a inter-relacao entre os conceitos de limpeza e r-limpeza em anéis,
elucidando como as condi¢des impostas sobre a estrutura dos anéis influenciam suas caracteristicas
algébricas. O estudo desses conceitos e a investigacao de suas relacdes contribuem para um co-
nhecimento mais abrangente sobre a estrutura de anéis. A pesquisa revelou a conexao entre essas
propriedades, mostrando como as caracteristicas estruturais afetam o comportamento algébrico.
Através deste estudo, foi possivel apreciar a beleza e a complexidade da 4lgebra, despertando um
interesse renovado por investigacdes futuras neste campo fascinante.
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